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1 Richiami

Meccanica del punto

Dato un punto materiale di massa m e coordinata r, funzione del tempo, r = r(t), definiamo la velocita del
punto, la sua quantita di moto e la forza agente sul punto rispettivamente come

d d
diz‘v P =myv, F= £ (11)

V= at

Trovare la traiettoria di un punto, vuol dire risolvere ’equazione differenziale del secondo ordine

F(r) = m% = ma

(1.2)
r(0) = ro,v(0) = vg
Da questa notiamo che F = 0 implica p costante.
Dato un punto materiale dotato di impulso p, definiamo il momento angolare rispetto a un polo O:
l=rxp (1.3)
dove r ¢ la distanza tra il polo e il punto materiale. Osserviamo adesso:
d dl
Xp=—[rxp=—-= 1.4
rxp=_rxpl=1=n (1.4)
Definiamo dunque il momento della forza come la derivata rispetto al tempo del momento angolare.
Il lavoro compiuto da una forza su una particella ¢ dato da:
2 2
d
Wu:/ F~ds:/ F-ldt =
2 2
d [1
:/ m\}-~vdt:/ — |=mv?| dt =
Lo 1 5
=_mvy, —-—mv] =1 -1 (1.5)
2 2
dove abbiamo introdotto I'energia cinetica T' = %mv? Se la forza ¢ tale che F = —VU(r), cioé ¢ scrivibile
come gradiente di un potenziale dipendente solo dalla distanza, allora
2
Wiy = / _VU(r)ds = Uy — Us (1.6)
1

dove abbiamo introdotto l’energia potenziale U. Eguagliando le due espressioni del lavoro cosi trovate,
otteniamo il teorema di conservazione dell’energia:

W+ U =T+ Us (1.7)

Sistemi di punti

Per un sistema formato da N punti materiali, le equazioni assumono la forma:

dpa .
= Fe F, 1.8
i o + a%éﬁ B (1.8)



(che deve essere sommata sull’indice o = 1,...,N). Ma per il terzo principio di Newton, Fop = —Fpgq,
allora

dpo _ d
At dt

Zmaval =Y Fit+ % Y (Fas —Foa) =

a o,

=> F (1.9)

Chiamo M =) mq e P =3 myv,. L'equazione (1.8) diventa pertanto:

d ..
—P=MR= Fevt 1.1
n R Z a (1.10)

dove MR =Y mqar, ¢ la coordinata del baricentro del sistema. Osserviamo che se ) F&** = 0, allora P
si conserva.
Definiamo il momento angolare totale di un sistema di punti materiali come

Lio: = Z(ra X pa) (1].1)
derivando rispetto al tempo:

dL , 1
-, — Zra X pa = Zra X FZ” + 52(1'06 X FQB +r5FﬁO¢) =
a o,

= ZI‘Q X ngt + %Z(ra X FOé,B - rBFQB) =

« o,

= raxF& 4 %Z[(ra —1g) X Fop =
B
=> 1o xF (1.12)

dove abbiamo usato il fatto che F,z ¢ diretta lungo la congiungente tra i due punti. Definiamo dunque il
momento delle forze totale:

dL ext
N:E:za:raxFa (1.13)



2 Formalismo Lagrangiano

Consideriamo un certo sistema ad un dato istante ¢ fisso. Vogliamo su di esso eseguire degli spostamenti
virtuali compatibili ér,,, cioé tali che siano piccoli e coerenti con i vincoli del sistema e ér, = 0. Allora
possiamo esprimere i dr,, in termini delle coordinate lagrangiane gy :

Oqr (2.1)

da cui: )
> (Po —F& —F%) - 6rg = 0 (2.2)
«
ma F°** = 0 perché i vincoli non compiono lavoro. Otteniamo dunque il principio di D’Alembert dei lavori
virtuali:

> (Po—F) 610 =0 (2.3)

[e3

I dr,, sono linearmente dipendenti. Cerco di esprimerle in funzione delle coordinate lagrangiane gx:

_szt . 5ra = — (FZIt . ara) 5qk — ﬁraU%(st =
0q,, Jq,,
0 ort oUu
= - . @ (5 = 75 2.4
ort, v 0q,, Ok Jq, Ok (2:4)
P, - 01y = MoVl = MoV - %5% =
0q,,
d or,, Ovy _

Poiché e = 9Va gj ha
a9q,, 9q,,

Pa . 5roz = dg <mava : ava) —MaVa 8VO¢:| 5% =

I N D S A Y B
T dtag, \2" Ve ) T ag, \2MeVe )| 00 T

(d 0T 8T}
dqx

@04, da, (26)

Quindi il principio di D’Alembert in termini delle coordinate lagrangiane diventa

d 9 0 0 d o 0
0 - — | T+ —U|=6qx | == (T-U)——(T-U)| =0, k=1,...,N 2.7
i Kdt g, 3Qk> Oqx } Qk[ q( ) aqk( )} 27)

Definiamo a questo punto la funzione Lagrangiana £ come £L =T — U. Avremo a questo punto le equazioni
di Eulero-Lagrange per il sistema:

—=_==0, k=1,...,N (2.8)

che restituiscono direttamente le equazioni del moto.



2.1 Proprieta della funzione Lagrangiana

Consideriamo due Lagrangiane £(q, ) e £'(q,q) che differiscono per la derivata totale rispetto al tempo di
una funzione F' = F(q,t):

d
o= r 1) =

oF oF
=L+ —qa+ — 2.9
T og T (29)
Definiamo il momento canonico generalizzato p, = %. Allora si ha
oL , oF
— P =y + o 2.10
9, TP o, (210)
Derivando entrambi i membri rispetto al tempo:
doL . d oF 0L 0 dF

4oL, 4o oL 0 dF 2.11
woq. T Wag. T 0q. og. (2.11)

doF 0 dF
dt9q,  0qa dt
dunque concludiamo che le equazioni del moto generate da £’ sono le stesse di quelle generate da £. In
generale, due Lagrangiane che differiscono per la derivata totale di una certa funzione generano le stesse
equazioni del moto.
Se la Lagrangiana non dipende da una certa coordinata ¢, detta coordinata ciclica, (pud tuttavia dipendere
dalle sue derivate), allora:
oL
94,

Dalle equazioni di Eulero-Lagrange segue che il momento canonico p, si conserva, infatti:

0 (2.12)

d d oL oL

_d _doL oL _ 2.1
a’ = dwoq, ~ oq, (2.13)

Pa



3 Leggi di conservazione

Durante il moto di un sistema meccanico, le 2n quantita ¢; e ¢; (i = 1,...,n) che caratterizzano lo stato del
sistema variano nel tempo. Tuttavia, esistono funzioni di queste quantita che rimangono costanti durante il
moto, e dipendono solamente dalle condizioni iniziali. Tali funzioni sono chiamate integrali primi del moto.
Il numero di integrali primi indipendenti per un sistema con n gradi di liberta é 2n — 1.

3.1 Energia

La prima legge di conservazione discende dall’omogeneita del tempo. In virtu di tale omogeneita, la Lagran-
giana di un sistema chiuso non dipende esplicitamente dal tempo. La derivata totale rispetto al tempo della
Lagrangiana puo essere quindi scritta

8£
Z 2,
Sostituendo 0L/d¢; in accordo con le equazioni di Eulero-Lagrange, otteniamo
dL d oL oL
@ =2 aiaq, 2,
- Z dt <qz 8q1>
ovvero, per linearitd dell’operatore derivata:

d . 0L

oL
EEZqia—qi—L (3.1)

rimane costante durante il moto, cioé € un integrale primo del moto; essa é detta energia del sistema.
Sappiamo che in un sistema chiuso la Lagrangiana ¢ della forma £ = T'(q, ¢)—U(q), con T funzione quadratica
delle velocita, data da

Notiamo che la quantita

T=3 mai? = Z a“‘ a“‘qkq'l

ai $

= Fulq, ., an)drd
aLk,l

Allora
Z g = Z 8q = Z Zqz szqmﬂ ZFM ZQz qk:QZ

= ZFkl Z(éikdicﬁ + 5ildidk) = Z(szdkdl + Frudugr) =
: ' ol
=T+T=2T

Da cio concludiamo che T' & omogenea di grado 1. Dunque, sostituendo quanto trovato in (3.1):
E= Za g — —Za G —L=2T— (T —U) =T(g,4) + Ul(q) (32)

che coincide con la nota espressione dell’energia meccanica di un sistema.



3.2 Momento

Una seconda legge di conservazione deriva dall’omoegeneita dello spazio. In virtu di tale omigeneita, le
proprietd meccaniche di un sistema chiuso rimangono invariante per ogni spostamento congruo dell’intero
sistema. Consideriamo uno spostamento infinitesimo € e ricaviamo la condizione per cui la Lagrangiana
rimane invariata. Uno spostamento congruo € una trasformazione in cui ogni punto del sistema & spostato
della stessa quantita e nella stessa direzione, e quindi il raggio vettore r diventa r + €. La variazione della
Lagrangiana per una variazione infinitesima delle coordinate, le velocita delle particelle rimanenti fisse, &

oL oL
6£:§T%5razega
Dato che € ¢ arbitrario, la condizione §£ = 0 & equivalente a

oL
¥ 0 (3.3)

Dalle equazioni di Eulero-Lagrange segue che
d oL d oL

— dtov, dt — 8Va_0'

Concludiamo quindi che, in un sistema meccanico chiuso, il vettore

oL
P= — 3.4
Do (3:4)
(o7
rimane costante durante il moto; P & detto momento o quantita di moto del sistema. Differenziando la
Lagrangiana £ =" %mavi —U(ry,...,ry,), troviamo che il momento ¢ dato in termini delle velocita delle

particelle da

P= Z MaVa (3.5)

L’additivita del momento é evidente. In piu, a differenza dell’energia, il momento del sistema é uguale alla
somma dei momenti p, = m,V, delle singole particelle.
L’equazione (3.3) ha un semplice significato fisico. La derivata 0L/0r, = —9U/0r, ¢ la forza F, che
agisce sulla particella a-esima. Quindi ’equazione (3.3) significa che la somma delle forze agenti su tutte le
particelle in un sistema chiuso & zero
> Fo=0 (3.6)
(0%

Se il moto ¢ descritto per mezzo di coordinate generalizzate g;, le derivate della Lagrangiana rispetto alle
velocita generalizzate

oL

. dad 3.7

Di aqz ( )

sono chiamate momenti generalizzati, e le derivate della Lagrangiana rispetto alle coordinate generalizzate
oL

F,=— 3.8

sono chiamate forze generalizzate. In questa notazione, le equazioni di Eulero-Lagrange diventano
pi =F; (3.9)

In coordinate cartesiane, i momenti generalizzati sono le componenti dei vettori p,. In generale, tuttavia,
le p; sono funzioni omogenee lineari delle velocita generalizzate ¢; e non si riducono a prodotti di massa e
velocita.

1In particolare, per un sistema di sole due particelle, F1 4+ Fo = 0, che coincide con la terza legge di Newton.



3.3 Centro di massa

Il momento di un sistema meccanico chiuso assume valori diversi in diversi sistemi di riferimento inerziali.
Se un sistema di riferimento K’ si muove con velocitd V relativamente a un altro sistema di riferimento K,
allora le velocita v/, e v, delle particelle relative ai due sistemi di riferimento sono tali che v, = v/, + V. I
momenti P e P’ nei due sistemi di riferimento sono dunque legati da

P= Zmava = Zmav'aJrVZma

oppure
P=P +V) m, (3.10)

In particolare, esiste sempre un sistema di riferimento K’ in cui il momento totale & zero. Imponendo P’ = 0
nella (3.10), troviamo la velocita di tale sistema di riferimento:

P Y mava
B Za Mo B Za Mq

Questa formula mostra che la relazione fra il momento P e la velocita V del sistema ¢ la stessa di quella che
sussiste fra il momento e la velocita di una singola particella di massa M = > m,, la somma delle masse
delle particelle del sistema. Il secondo membro della (3.11) puo essere scritto come la derivata totale rispetto
al tempo della quantita

v (3.11)

R = 2Mala (3.12)
> Ma

Possiamo affermare che la velocita del sistema nel suo complesso ¢ la variazione della posizione nello spazio
del punto il cui raggio vettore ¢ R. Questo punto é chiamato centro di massa del sistema.
La legge di conservazione del momento per un sistema chiuso puo essere riformulata dicendo che il centro di
massa del sistema si muove di moto rettilineo uniforme.
L’energia di un sistema meccanico che é nel complesso a riposo € solitamente chiamata energia interna F;.
L’energia totale di un sistema che si muove nel complesso con velocitd V' puod essere scritta

1
E = 5MV2 + E; (3.13)

Infatti le energie E e E’ di un sistema in due sistemi di riferimento K e K’ sono legate da
1 2
1
= §Zma(v; +V)24+U =
ZEMV2+V~Zm v/ —l—lZm VEP4U =
2 ~ a Vo 2 ~ (e geY
1
=FE+V.P'+ 5Mv2 (3.14)
Se il centro di massa ¢ a riposo in K’, allora P’ =0, E = E; e si ottiene la (3.13).

3.4 Momento angolare

Deriviamo adesso la legge di conservazione che discende dall’isotropia dello spazio. Questa isotropia implica
che le proprieta meccaniche di un sistema chiuso non cambiano quando esso é ruotato interamente in qua-
lunque maniera nello spazio. Consideriamo quindi una rotazione infinitesima del sistema, e otteniamo la



condizione affinché la Lagrangiana rimanga invariata.

Usiamo il vettore ¢ per indicare una rotazione infinitesima, il cui modulo é ’angolo di rotazione d¢ e la cui
direzione é quella dell’asse di rotazione. Ricaviamo innanzitutto la variazione del raggio vettore da un’origine
sull’asse a una qualunque particella del sistema. Lo spostamento ¢ collegata alla rotazione da |dr| = r sin 60 ¢,
dove 6 é ’angolo compreso fra ’asse di rotazione e r. La direzione di dr é perpendicolare al piano individuato

dai vettori r e §d¢. Risulta chiaro dunque che

or=0¢p Xr

(3.15)

Inoltre, quando il sistema ruota, anche le velocita delle particelle variano in direzione secondo la relazione

ov=0¢p XV

Scriviamo a questo punto la condizione che la variazione della Lagrangiana sia nulla:

oL oL

e}

Sostituendo (3.15) e (3.17) in (3.16), e ricordando che 0L/0v, = p, € OL/Ory = Pa, Otteniamo:

D (P 6 X To + Pa - 6 X Vo) =0

[e3

Permutando ciclicamente i fattori e portando d¢ fuori dalla sommatoria,
o - (raxpa“‘vaxpa):(kb'g o X Po =0

Dato che d¢ ¢é arbitrario, segue che (d/dt) > r, X pa = 0, e concludiamo che il vettore

LEZI’aXpa
[e3%

(3.16)

(3.17)

chiamato momento angolare del sistema, & conservato durante il moto in un sistema chiuso. Come il momento,

esso ¢ additivo.
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4 Elettromagnetismo
L’equazione del moto in presenza di campi elettrico e magnetico é data da
dv v
S =c(BE+YxB) 41
m I e ( + p X (4.1)

Dove e ¢ la carica dell’elettrone, v ¢& la sua velocita, E é il campo elettrico, B il campo magnetico e ¢ =
1/\/Eofio € la velocita della luce nel vuoto. Il secondo membro rappresenta la forza di Lorentz generalizzata.
Dalle equazioni di Maxwell, sappiamo che V x E = —9B/dt. Poiché V - B = 0, allora B =V x A, dove A
¢ il potenziale vettore del campo magnetico. Introduciamo il simbolo di Ricci €54,

+1 se (i,4,k) = (1,2,3),(2,3,1),(3,1,2)
€ijk = —1 se (i,j,k) = (37271),(1,372),(2,173)
0 se due indici sono uguali
Tramite il simbolo di Ricci & possibile esprimere i prodotti vettoriali: (a x b); = €;;xa;bs ﬂ Vale inoltre la

relazione €ijk€abk = (52'(15]'1; — 5ib§ja'
L’espressione della divergenza del campo magnetico puod essere allora riscritta come

V-B= szz = VZ(V X A)1 = VieijijAk = EijkviVjAk =0 (42)
E parimenti, 'espressione del rotore del campo elettrico diventa
0B 0
E=——1=—— A
V x T 5 (VxA)
cioe DA
E+ )=
V x ( + B ) 0

Se un vettore ha rotore nullo, allora esso puo essere scritto come il gradiente di una funzione scalare cambiato

di segno, quindi
0A
E+ —=-Vo 4.3
+ 2 (4.3)

® rappresenta il potenziale scalare del campo elettrico. Allora, sostituendo nell’espressione della forza di
Lorentz i valori dei campi, otteniamo

0A; 1
Fi=e _—V<I> ~ o + E(Eijkvj(v X A)k)] =
[ 0A; 1
=e _—Vifb ahrTe + C(Eijkﬂkmvjlem)] =
[ 0A4; 1
=e _fvifb Y + E(((Siléjm, - 5im6jl)vjlem)] =
[ 0A; 1
=e _—VZ@ - + E(UjVin - 'Ullei)] =
[ 1 1
=e|-V; (<I>—V-A> - <8+V-V>Ai] =
i c ot ¢
[ 1 d 0 1
=e|-V;[®d—-v - A)-———([d-—=v-A 4.4
[vi(o-tva)- g (o-tvea)] (14)
Pertanto la Lagrangiana di un elettrone che si muove in presenza di campi elettrico e magnetico sara
1 1
L= 5m1’"2 —e (fb(r, B =t A(r,t)) (4.5)

2In queste espressioni si usa la notazione di Einstein, ovvero sono omesse le sommatorie sugli indici ripetuti, i.e. (a x b); =
2k €ijk @bk

11



4.1 Trasformazioni di gauge

Una trasformazione di gauge & una particolare trasformazione dei potenziali A e ® cosi definita:

A A=A + VA(I',t)

Dy — Oy = 01 — L2 A(r,1)
dove A(r,t) ¢ una generica funzione scalare. Osserviamo che
B:=VXxA;=VXx(A+VA)=VxA; +VxVA
Ma, posto P = VA, allora risulta V x P = 0, dunque si ottiene

BQ:VXAlzBl

Inoltre
B 10A, 1_0A 10A; 10_
By = =Vl = o = VO Vo~ e AT
10A;,
= Vhi-oo —B

Dunque i potenziali ottenuti tramite una trasformazione di gauge generano i medesimi campi E e B. Ci
aspettiamo similmente che la Lagrangiana scritta in termini dei potenziali Ao, @5 sia la stessa di quella
scritta in termini di A1, ®;. Infatti, si ha

£2=;mf2—e<@2—i'A2>=
:;mrz_e(@—i%f—jAl ‘;VA>=
—;mrQ—e(@l—i‘ A1>+i<%’?+r VA)Z

Poiché le due Lagrangiane differiscono per la derivata totale rispetto al tempo di A(r,t), esse generano

entrambe le equazioni (4.1). Dunque si conclude che la Lagrangiana ¢ invariante per trasformazione di
gauge.

12



5 Calcolo variazionale

Consideriamo un sistema costituito da una particella di massa m che si muove sotto l'effetto del campo
gravitazionale fra due punti di coordinate (xo,y) e (z1,y1). Vogliamo trovare la traiettoria che congiunge i
due punti per cui il tempo di percorrenza ¢ minimo. Sappiamo che in generale ¢ dt = ds/v. Allora il tempo
di percorrenza 7T é dato da

T—/Tdt—/xl—” do? +dy? _

di
d

\Fm

\F : \/H (5.1)

Dunque si tratta di minimizzare il funzionale 7[y(z)] nell’intervallo [xg,z1]. Se y(z) & la funzione che lo
minimizza, allora per ogni incremento dy(z) si ha 7[y(z)] < 7[y(x) + dy(x)]. In generale, si ha

=/ Fly,y,2)de (5.2)
o

Eseguiamo la trasformazione

y(z) — y(z) + oy(z)
(5.3)

y'(2) —y'(z) + %51/(96) =y (z) +6y'(x)

L’incremento del funzionale I sara allora dato da:

nmm+wun=é?Fw+@ywwm@=
:/g: [F(y,y’w) (25 —i—%(S )} dr =

1 OF OF déy
/ —_ _— =
/zo F(y,y,x)dx—k/zo (8y6y+3y’ dx)dx

Iy(a)] + /m O (%F Sy + g; C:fy> dz (5.4)

A questo punto imponiamo che la variazione del funzionale §I = Iy + dy] — I[y] sia nulla, a condizione che
la variazione di y si annulli agli estremi, ossia dy(z1) = dy(zo) = 0:

OF . OF doy ¥Ya " 9F ddy
5T = 5 dw= | %Es,4 98 4oy 4,
/ZO <a UV oy dn > g /w ay %Y "H/m oy dz "

" OF OF “d OF
7/:5 5% dx+yéy f/z — 2 5yde=0 (5.5)

dz 0y’

0 0

Il secondo termine ¢ identicamente nullo in quanto abbiamo supposto che la variazione dy si annulli agli

estremi. Abbiamo dunque

d OF OF

oI = / < ) dydr =0 (5.6)
2o \d 8y 8y

13



Poiché dy é arbitrario, dobbiamo imporre che il termine in parentesi sia identicamente nullo, ottenendo cosi
le ben note equazioni di Eulero-Lagrange:

d OF _9F _

— - = 5.7
dx 0y’ Oy (5:7)
Nel nostro caso, F' non dipende esplicitamente da y (F = /(1 + y2)/z), quindi y ¢ una coordinata ciclica e
di conseguenza il momento generalizzato coniugato OF/dy’ é costante:
OF !
S S—— (5.8)

oy \Jrl+y?)

Da questa espressione ricaviamo il valore di 3 in funzione di z (ponendo ¢*> = C):

, | Cx
Y=V1-cs (5.9)

Integrando, infine, troviamo ’equazione della traiettoria che minimizza il tempo di percorrenza:

Cz Cz
/dy_/chde:y_K_/ T

Effettuando la sostituzione x = cos? §/C, dxr = f% cos 6 sin 0d0 troviamo:

cosf 2 )
nyf/fSineacosesmf) do =

2 9 2 [ 14 cos26
= — — 0 = —— _— =
cos” 0 df c > do
1 1 1 1 .

Posto 260 = t, troviamo le equazioni parametriche della curva che minimizza il tempo di percorrenza:

1+ cost)

1

(5.11)

1 .
nyJr%(tJrsmt)

che rappresentano una cicloide.
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6 Oscillatori armonici
Un oscillatore armonico, nella forma pit generale, &€ descritto da un’equazione del tipo

mq(t) = —p4(t) — kq(t) + f(),  B,k>0 (6.1)

6.1 Caso I - Oscillatore libero smorzato
Nell’oscillatore libero smorzato si ha f(t) = 0, quindi 'equazione del moto &
mg+B4g+kqg=0

Dividendo per m e ponendo wi = k/m, v = 3/m si ottiene

d d
. . 2 _ 2 _ .2
q+ g - qu—0<:>(dt+'7dt Wo)Q—O (6 )

Cerchiamo una soluzione della forma q(t) = Ae®!. Sostituendo, si ottiene

(—a® +iay +wd)e™ =0
Poiché e’ #£ (0 sempre, si ha che 'uguaglianza ¢é verificata per i valori di « che verificano I’equazione
2

a? —iay —wi =0

le cui soluzioni sono

iy 1
a=5*5 4w — 2 (6.3)
Definiamo il fattore di qualita dell’oscillatore @ come @@ = 1/v. Abbiamo dunque
i1 [, 1
Esaminiamo i vari casi. Se w3 > 1/Q?, le soluzioni della (5.2) saranno
o - 1
) = ilzaEQ)t _ ,—t/2Q itk 0= 1_ 6.5
q(t)=e e e ) Wo (2Qup)2 (6.5)

Osserviamo che la presenza del fattore e~*/2? implica sottosmorzamento delle oscillazioni.
Nel caso in cui wg > 1/4Q?, avremo un oscillatore lievemente smorzato. Scriviamo le due soluzioni
indipendenti nella forma

q(t) = A2 cos Ot + Aze 29 sin Ot (6.6)
Nell’approssimazione di smorzamento lieve, A.e%/2Q ~ A e '/2Q = A. L’energia dell’oscillatore sara data
da
1
E= 5kA2 ~ A, e 9 (6.7)

dunque 'energia diminuisce seguendo un decadimento esponenziale.
Nel caso wg < 1/Q?, abbiamo l'oscillatore sovrasmorzato. Le soluzioni in questo caso, entrambi reali, saranno:

_ i(s5Ei)t _ —t/2Q £t _ 1

q(t) = ¢i(2a =e e, Q=woy/l - —— (6.8)
(2Quwo)?

Nel caso wg = 1/4Q?, avremo 'oscillatore criticamente smorzato. In questo caso avremo una sola soluzione

indipendente
qu(t) = e 1% (6.9)
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Per trovare la seconda soluzione indipendente, la cerchiamo nella forma ¢ = ¢;(t)g(t). La sostituzione
nell’equazione dell’oscillatore restituisce:

.. .. I 1.
Of +209+af+ Gh+ Gad+ wyq1g =0 (6.10)
cioe ) )
g (‘jl + 6(21 + w§q1> +9g <2q’1 + th) +¢1g=0 (6.11)
Il coefficiente di g ¢ nullo in quanto g; é soluzione dell’equazione. Rimane pertanto
. . 1 . . 1 ,t/QQ 1 7t/2Q .
91201+ =q1 | +i=0<=g¢g|——=e + —e +qg=0 (6.12)
Q Q Q
E dunque
G1§=0=§G=0 (6.13)

in quanto ¢; # 0. Integrando due volte troviamo infine g(t) = at + b. Quindi la soluzione generale per
loscillatore criticamente smorzato sara

q(t) = 1 (t) + q2(t) = e7¥/%9 4 (at + b)e V22 = (at + b+ 1)e™¥/2Q (6.14)

6.2 Caso II - Oscillatore forzato

Inseriamo adesso un termine di sorgente f(¢) (non consideriamo pero in prima analisi il termine di smorza-
mento, i.e v = 0). L’equazione sara allora

G+wya = f(t) (6.15)
ovvero
d? 9
Oq = f(t), 0= ETE) + wj (6.16)

Scomponiamo la sorgente in sorgenti puntiformi e cerchiamo una funzione G(t) tale che
OG(t) =6(t) (6.17)

dove §(t) ¢ la delta di Dirac. Effettuando una traslazione otteniamo

d2
plt- Y +wWiGt—t)=06(t—1t) (6.18)
Allora la funzione -
q(t) = / d'G(t —t')f(t) (6.19)
¢ soluzione della (6.15). Infatti:
+oo
Ouqt) = O / AG(— 1) (1) =

+oo
_ / A0uG(t — ) f(t) =

— 00

- /dt’é(t —t)f(t") = f(t)
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Indicando con G la funzione tale che OGg = ¢, allora Vo, 8 la funzione G(t) = Gr(t) + a cos wyt + B sin wot
¢ soluzione dell’equazione, dove a coswpt + Bsinwgt ¢ soluzione dell’omogenea associata OG = 0. Abbiamo
come condizioni iniziali G(0) = 0 e G(0) = 1. Imponendole troviamo

Dunque la funzione

1
Gr = — sinwpt (t>0)
wo

risolve OGRr = 4, e pertanto

N 0 set—t <0
a0y = [ TAG-011).  Galt—1) =

oo 1.
—sin(wo(t —t)) set—t' >0
wo

risolve Og = f(t). In particolare, poiché ¢ — t’ < 0 per t' > ¢, Pespressione di ¢ si riduce a
t 1
ot) = / v - sin(wo(t — ) F(t) (6.20)
—c0 wo
Riprendiamo in esame I’equazione dell’oscillatore smorzato e forzato:
1

i+ git woq = f(t) (6.21)

Ed applichiamo lo stesso ragionamento: cerchiamo una funzione G che risolve

.1
G+§G+ﬁG:Mﬂ (6.22)
Si ha, pertanto:
e~ t/2Q 1
Indicando con gy, la soluzione dell’equazione omogenea associata a (6.21) si ottiene:
o0 —(t—t")/2Q
alt) = [ g sin(Se ~ D+ o (6.24)

Se w2 > 1/4Q?, allora Q ~ wy. Scriviamo inoltre f(t) = fysinwt. Quindi abbiamo

b= (t—t)/2Q
q(t) = fo / — sin(wo(t — ') sinwt’dt’ + gom =
0 0

fo t / . L . o, eiwt _ e—iwt
_ e—t/ZQ/ et /2Q(ezw0te—zw0t _ ezwote—zwot )
0 2

— ———————dt' + gom
i ‘ ta

Set>Q, qom ~0:
+oo
_ _ﬁe—t/zQ/ Hei(w—wo—i/zQ)t/ _ ei(—w—wo—i/m)t/} eiwot |
4w0 — 0o

n [ei(—w+wo—i/2Q)t’ _ ei(w+w0—i/2Q)t’:| e—iwot} di’ =
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I termini aventi w e wy di segno concorde tendono a zero e possono essere trascurati:

fO +Oo ’ . ’ ’ . ’
76—1:/2(2/ [et /2Q+il(w—wo)t'+wot] 4 ot'/2Q—il(w—wo)t +w0t]:| d’

4(.00 —c0

Poiché sto sommando un numero e il suo complesso coniugato (c.c), prendo due volte la parte reale:

. . ) t
P ez(wfwgfz/2Q)t'

q(t) ~ _ﬂe—t/w

0 —
Ao W —wo—i20) ¢~

i(w—wo—1/2Q)t
s [
i(w—wo —1/2Q)

g + c.c} =

Per t > @, si ha e %/@ <« 1, quindi il termine puo essere trascurato per tempi lunghi:

fo iwot pi(w—wo)t
4w L‘(w —wy —i/2Q)

fo et
 dwg i(w — wo — 1/2Q

+ c.c} =

) +c.c. (6.25)

Questa rappresenta ’espressione della soluzione generale dell’equazione del moto. L’energia dell’oscillatore

infine sara data da 1

(W —wo)? +1/4Q?

Osserviamo che ’energia si distribuisce, in funzione della frequenza, secondo una Lorentziana.

B(w) = lq(t)]* = (6.26)
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7 Piccole oscillazioni

7.1 Richiami di algebra lineare

Sia V uno spazio vettoriale sul corpo complesso e u, v, w i suoi elementi, denotati |u), |v), |w). Un prodotto
scalare su 'V ¢ un’applicazione (,) : V x V — C denotato con (u,v) = (u|-|v) = (ulv) che gode delle seguenti
proprieta:

1. (u|Av + pw) = AMulv) + p(ulw) (linearitd nella seconda variabile);
2. (ulv) = (v|u)* (sesquilinearita nella prima variabile);
3. (u|v) = 0 Vv <= u = 0 (non degenerazione del prodotto scalare).
Un prodotto scalare non degenere induce una norma ||u||?> = (u|u) con le seguenti proprieta
L[l = [l |ul],vA € C;
2. |lu+v|| <|ul| + ||v]| (disuguaglianza triangolare);

3. |jul]] =0<=u=0.

Trasformazioni lineari Hermitiane

Sia T un operatore lineare e u,v € V. Consideriamo il seguente prodotto scalare:
(u, Tv) = u;T;v; = Tijujv; = (tTi*jui)*vj = (TTu,v)
dove
(T1)i; = ('T);; (7.1)
¢ 'operatore aggiunto di T. In particolare, un operatore T si dice hermitiano se é autoaggiunto, cioé T = T'.

Introducendo la notazione di Dirac:
(Tulv) = (u|Tv) = (u|T|v)

Un operatore ammette un sistema completo di autovalori quando
T|k) = \glk), k=1,...,n (7.2)
Un’osservazione significativa & che gli autovalori di un operatore Hermitiano sono tutti reali. Infatti:

A (k|k) se T agisce a destra
(k|T|k) = (7.3)
Ai(klk) se T agisce a sinistra

Allora (Mg — A;)(k|k) = 0. Ma (k|k) = ||k||? ¢ sicuramente diverso da zero, dunque risulta A\, = A} e quindi
A € R,
Se un operatore T é Hermitiano, allora:

e T ha tutti gli autovalori reali.
e Autovettori relativi ad autovalori diversi sono ortogonali.

Abbiamo dunque:
(k) (k|l) =0, [k){k[k) = |k) (7.4)

k)| { alk) + D Bill) | = alk)

£k
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Si definisce di conseguenza un operatore di proiezione o proiettore:
P = |k) (k| (7.5)
Valgono i seguenti fatti:

° P]?:Pk.

e [ proiettori sono operatori Hermitiani.

i Zk |k><k| = Lnxn-

Se un operatore T' ¢ Hermitiano, quindi ammette un set completo di autovettori, allora la sua decomposizione
spettrale sard

T =) k) (k] (7:6)
k
Si verificha che l'operatore inverso 7~! ammette un set completo di autovettori, e la sua decomposizione
spettrale sara
_ 1
L= Y5l (7.7
l
Infatti
Z\k Akl 1 l| = Z\k Aksm (Ul =
= Z\k /\k ~(k| = Luxn
A partire dalla decomposizione spettrale di un operatore T, & possibile definire una funzione di operatori:

= > |k)f() (K| (7.8)
k

Se f(Ax) € R per ogni k, allora f é Hermitiano.

Consideriamo adesso un sistema descritto da N coordinate generalizzate £, ...,&y, tramite cui é possi-
bile esprimere le coordinate cartesiane r, tramite espressioni indipendenti dal tempo, i.e. r, = r,(£), dove
& ={&,...,&n}. La Lagrangiana del sistema sara data da

Z —Mele  Tq — U(ry) =
= 3 SAu(©6E — V(O (7.9)

dove

or, Or,
Aij(€) = Za:m“ ozi, ¢,

Sia € un punto di equilibrio stabile del sistema, cioé tale che

9&i
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32
1% —V,=Vi>0
aé-laé-j (g) e, J J

Allora, sviluppando la Lagrangiana (7.9) intorno al punto ¢ = ¢ e introducendo il nuovo set di coordinate
generalizzate ¢; = §; — &; otteniamo

. 1., .. 1
L(q,q) = iTijQin - §VijQin (7.10)
Le equazioni del moto generate dalla Lagrangiana (7.10) saranno

TijG; + Vijq; = 0 (7.11)

che costituiscono un sistema differenziale lineare omogeneo nella variabile ¢(t) = {q1(¢),...,qn(t)}. Cercando
la soluzione nella forma ¢;(t) = ¢;(0)e™? troviamo che, posto ¢(0) = {q1(0),...,qn(0)},

(—w?T +V)q(0) =0 (7.12)

21



8 Problema dei due corpi

Consideriamo il moto di due corpi di massa my, me descritto in coordinate Cartesiane dalla Lagrangiana

L= %mlr% + %mzrg - Vl(rl) - V2(r2) — Vlg(rhrg) (81)
dove V15 ¢ il potenziale di interazione. Se questo é nullo, i sistemi sono disaccoppiati e possono essere trattati
singolarmente. Supponiamo che sul sistema non agiscano campi esterni, i.e. V3 = Vo = 0. Notiamo che
il potenziale di interazione deve essere invariante per traslazione, quindi non pud dipendere separatamente
da r; e ro. Allora V(ry,ry) = V(ry — r3), dove ry — ro & la distanza relativa fra i due corpi. Allora la
Lagrangiana sara

1 . 1.
L= imlrf + 57’7121‘% - V(I‘l — I'Q) (82)

Se applichiamo al sistema una variazione continua, allora il moto dei due corpi sara descritto dalle medesime
equazioni, i.e. la Lagrangiana deve rimanere invariata. Applichiamo al sistema la trasformazione continua

r, —r;, +en

(8.3)
La variazione della Lagrangiana sara data da
oT oT ov oV
0L = —0or —— 0"y — —— 011 — ——0rg, =0
Br, Ot G, 0T T g TR T gy, O
Poiché nella trasformazione in questione le velocita non cambiano, 671 = 79 = 0. Dunque,
ov ov
0L =— dr1k — =972, = (Eulero-Lagrange) =
ory4, ory,,
_d oL n oL\
At \ory,,  Ory. )
= a(mli‘l + m2f2> =0
Da cui deduciamo che la quantita
P = myri + mors (84)

detta impulso totale, € un integrale primo del moto. A questo punto, definiamo il nuovo set di coordinate
generalizzate:
r=Tr] —TI9
n (8.5)
miry + mer
R = "1 P

mq +m2

Dalle (8.5) ricaviamo le espressioni di ry,rs in funzione delle nuove coordinate r, R, ottenendo:

m . - ma .
r1=R+ﬁ2r I‘1=R+MP
I‘QZR—d%I‘ rQZR—ﬁlr
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dove si & posto M = mj + mo. Allora la Lagrangiana (8.2), nelle nuove coordinate, diventa:

L= 1m1 <R+ @i‘)Q + 1mz (R— m1[")2 V()=

2 M 2 M
1 sy Mmimg. . mam3 ., 1 s MiMos . Mami .,
:§m1R+ % R-1t+ 2M2r+§m2R— i R-r+ 2]\421' —-V(r)=
1 . mimo .
i R2 2 vV
2(m1 + mg) + 7m1 n m21‘ (I')
Poniamo g = mymsa/(my + ms), detta massa ridotta, ottenendo:
Lo mo 1
L= §MR + FHE = V(r) (8.6)

Osserviamo che £ = £1(R,R) + L5(r,¥), dunque nel nuovo set di coordinate, riusciamo a scomporre il
sistema in due sistemi disaccoppiati. .
Consideriamo adesso la Lagrangiana del sistema del centro di massa (i.e. R =0):

1
Lyl = 5’”2 —V(r) (8.7)

Notiamo che se V' ¢é funzione del modulo di r, allora non esistono direzioni privilegiate per il moto. Appli-
chiamo adesso una rotazione infinitesima:

r—r' =r+dr
dr=-nxr-e=erxn (8.8)

OF = er X n

Scriviamo la variazione della Lagrangiana:

aﬁrel 8£ml
5£re = 1) a - 1) ok =
J) araﬂk T ,k+ ara,k To,k
oL, 0Ly d
= ar;,j Orak (%ajj ek = (Eulero-Lagrange)
d aLrel aﬁrel d
=\ 5 d —0 -
<dt 8r'a’k> LT (dt T“v’ﬂ)
d a‘Crel
= 0 8.9
dt (afw fok (8.9)
Allora se 0L, = 0, i.e. la Lagrangiana (8.7) é invariante per rotazioni, la quantita
aﬁrel
—0
ok

é un integrale primo del moto. Si ha in particolare

aﬁrcl
O,k

0Tk = pTa k€(r® X n)y = costante

che, per I'arbitrarieta di €, si conclude che

Wrakp(r® X n), = costante
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Allora
Wia k(T X D) = 1o k€kijTa,i% = Nj€jki(Hak)Tai = —Nj(€jikTa,iltTak) = —1 - L (8.10)
dove
L=rx urg (8.11)

¢ il momento angolare totale del sistema.
Data dunque la Lagrangiana

1.
Lo = 5#1‘2 —V(r]) (8.12)

e la variazione infinitesima dr = n X rdy, sappiamo che sotto queste condizioni 6L,e; = ddng(€apeTptic) =
d¢mn - L = 0. Calcoliamo adesso

L r(t) =rqeLa = €aperarotic =0 Vit (8.13)

Deduciamo dunque che, fissato L, I'orbita in ogni istante ¢ perpendicolare a L, dunque il moto e piano.
Calcoliamo adesso 'area spazzata dal raggio vettore tra gli istanti ¢ e t + dt:

dy 9.
A=r-r—t =
6 T 0t = r it

Definiamo dunque la velocita areolare

dA 9
— =7 8.14
i ¢ (8.14)
Poiché, in coordinate sferiche, |L| = ur?¢, possiamo esprimere la velocita areolare in termini del momento

angolare come

da _ 1L (8.15)
dt 7 ’
Scriviamo adesso la Lagrangiana (8.12) in coordinate sferiche:
1 )
L= §u(7'~2 + 17202 + r?sin® 09?) — V(r) (8.16)

Fissiamo § = /2 ¢ § = 0:

1
L= Suli? + 1267 = V(1)

se sostituiamo adesso ¢ = L/(ur?), otteniamo

1 L?
L= —pui?
Pl + 2ur?

V()

ma questa espressione risulta sostanzialmente errata in quanto le variazioni che abbiamo effettuato non sono
indipendenti. Passiamo dunque a considerare I’energia:

E= J(MP 4 %) 4 V(1) (8.17)

Possiamo adesso sostituire ¢ = L?/(ur?), ottenendo

2

1,
E= S+ 57 +V(r) (8.18)

dove
7L2 1% 8.19
Vess = T (r) (8.19)

é detto potenziale efficace.
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8.1 Potenziale gravitazionale

Fissiamo adesso V (r) = —k/r, k > 0. Questa ¢ la tipica espressione di un potenziale di tipo gravitazionale.
Si ha dunque
L
p= = dp = ——dt
v ur? v ur?
Ossia: ) 4 q
ur L
—dp=dt &= —— = —
L ur2de  dt

Poniamo u = 1/r, ottenendo:

ld_rLd
wdt  pde
Allora risulta d 1d Id
a_ v ~du (8.20)
dt u? dt wdp
Scriviamo adesso ’energia in funzione di u:
1 (dr\> L &k
E = — _ —_— = =
la (dt> * 2ur? r
1 L? (du L?
= 2 () 2 k=
oM (dw) TR
L2 [ (du\®
=—|l— —k 21
o l<d¢> +u U (8.21)
Imponendo dE/dy = 0, otteniamo ’equazione:
k
W tu="E (8.22)

T2

che & I’equazione di un oscillatore armonico soggetto ad una forza esterna costante. Le soluzioni della (8.22)
saranno date da

k
u= Acos(p+ o) + %
Possiamo fissare ¢o = 0 e sostituire u = 1/r:
1 1
— ==+ Acosy (8.23)
r.op

dove p = L?/(uk). Osserviamo che si ha r(p) = r(p + 27), quindi Porbita & chiusa e il moto & periodico.
Riscriviamo la (8.23) nella forma:

=pAcosp+1

REES]

Poniamo pA = e:
p=r-4+recosy

In coordinate Cartesiane si ha
p=Va2+y2tex = p—cx =22 +y2 = p> —2pex+ea? =2? + 42

Ovvero

2 2,2
p’=(1—-e%2?) +2pex+y* = (1 —¢&%) <x2—21€p€2x+(1€p€2) )_ ep 4y
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Avendo aggiunto e sottratto la quantita 2p?/(1 — £2) per completare il quadrato:

e 2 2 EpP 2 2
(1‘1_g)p::“‘€>(x‘1_a) +y

Posto ¢ = ep/(1 — €2) otteniamo

1—e2)(x — 2 2__b
(1= —rof +47 = £
Cio¢ ) )
r—T
( = eS| zQ =1 (8.24)

(1—e22 1-¢

che, a seconda del valore di e, detto eccentricita, pud rappresentare le seguenti orbite:

€ < 1 = lorbita & un’ellisse
¢ = 0 = lorbita ¢ una circonferenza (8.25)

€ > 1 = lorbita é un’iperbole

Adesso costruiamo un’altra costante del moto nel caso del potenziale gravitazionale. Sappiamo che

2
_pr _5 = costante

T o2m r

Definiamo il vettore di Lenz: v
A=pxLtbm? (8.26)

Osserviamo innanzitutto che il vettore di Lenz é perpendicolare al momento angolare:

k
AL=pxL-L+p L=
r
=LxL-p=0
Calcoliamo adesso il modulo quadro di A:
k
A? =p?L? + K*m? + P (pxL)=
r

k 2k
=2m <E) L2+k2m2+7mL(r><p):
r r

2mk L? P2 4 2kmL?
r r

= 2mEL? — = 2mEL? + k*m? (8.27)
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Consideriamo infine la quantita

i(pr)zr‘)xLz

=FxL=—-—=rxL=
mk
——r—3r><(r><r):
——T—f(rzr—r(r-i‘):
r 7

——mk‘(r—rﬂ>
:—mkEE

Allora (d/dt)(p x L) + mk(d/dt)(r/r) = 0, ciog, per linearita della derivata:

d r
= (p ¥ L+ mk;) = =0 (8.28)

e questo dimostra che il vettore di Lenz ¢ una costante del moto.
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9 Trasformazioni

Consideriamo un generico sistema descritto in un sistema di coordinate generalizzate ¢ = {q1,...,qn} dalla
Lagrangiana £(q, ¢,t). Le equazioni del moto si otterrano dalle equazioni di Eulero-Lagrange:

doc oc_

dt 9¢  0q
In un secondo set di coordinate generalizzate Q = {Q1,...,Qn}, legato al primo dalla relazione g = ¢(Q, t),
b dor  oc

t) = — — =0

£Q.ON= §55 5

Inoltre, per il principio di invarianza in valore,

£(Q,Q.t) = L(¢(Q,1),4(Q, Q. 1), 1) (9.1)
Allora si ha

aoe or _aloc ow] oL ow oL oix _
8qk 8@

dtoQ, 0Q, dt dg, 0Q; 04, 0Q,

(dac>aqk+a£<daqk>_ac dg 0L Dk _

dt dq,, 94, \dtaQ, | dq, 0Q; 9iy 00,

Ricordando che dqy,/0Q; = dqi/0Q;, si ottiene

_Oq (d0L 0L\ 0L (d 0 0 d
~ 2, g, \dt 0Q; ™"~ 9Q; at™*

Il secondo termine é identicamente nullo. Allora otteniamo la relazione tra le equazioni di Eulero-Lagrange
generate da L e quelle generate da L’:

doL oL og [doL oL
dtag, 0Q, 0Q, dtdq, dq,

dt 9q,,  Oq,

(9.2)

0qi/0Q; rappresenta l'elemento di posto (k,i) della matrice Jacobiana della trasformazione. Poiché la
trasformazione puo essere invertita, la Jacobiana risultera invertibile.
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10 Formalismo Hamiltoniano

Si definisce Hamiltoniana la funzione:

H(g.4,p,t) = pd — L(q,4,t) (10.1)

Vogliamo adesso che H non sia funzione delle velocita generalizzare ¢: differenziando, si ha:

L oL oL .. 0L
oLy .. . oL oL
= (-5 ) air+ivo— Gaa - G

Se imponiamo p = OL/0q¢, H non dipende da ¢. Si ha dunque:

oH . oH . oH ,  OH OH OH

Si ottengono pertanto le seguenti relazioni:

OH /0t = —OL)0t
OH/0q = —0L)9q = (BE-L) = —(d/dt)dL/dq = —dp/dt = dotp (10.3)

OM/0p = q
da cui ricaviamo le equazioni di Hamilton:

OH . OH

_on __on 10.4
op, Dk 9a, (10.4)

dk
Il vantaggio del formalismo Hamiltoniano consiste nel dover risolvere, per un sistema con n gradi di liberta,
2n equazioni differenziali del prim’ordine anziché n del secondo ordine del formalismo Lagrangiano.

11 Trasformazioni canoniche infinitesime

Consideriamo una generica Hamiltoniana H(q,p,t) e la trasformazione

¢ — Qi=q; +€efilg,p,t)
(11.1)

pi — P = p; + €9:(q,p,t)

Sia infine KC(Q, P,t) ’'Hamiltoniana scritta in termini delle nuove coordinate. Vogliamo ricavare delle
condizioni sulle funzioni h(g,p,t) tali che

q=q(Q,P1)
H(q,p,t) + €h(q,p,t) = K(Q, P,t),
p=p(Q,Pt)
Si ha innanzitutto che 1
h(q,p,t) = E[H(q,n t) — K(Q, P,t)] (11.2)
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Derivo rispetto a g;:

oh LK 00 DCOR_0H]
0q; € |1 0Q, Og; 0P, 0q; 0q;
= % __Pk aaik +Qkaal;k —H%} =
o) ) (o ) (22) o
- % :pie(if; - fpkg?: - ezddgt’“ZZf +Qk€%zl: + 62(1‘7;’“88‘(’;:? +z‘>i]
Trascurando i termini in €2 otteniamo
=~ % Pi — (iiil - Epk%?; +equg’: -Hﬁz} =

"ot 8quk - O, k— T@pk+ 94, qk
Dunque si ha
Oh 99 . (99 _0gi)\ _, (909i , OFx
o, ot ™\ oq " oq,) P \op, " g
e similmente on  of o 9 o7 ot
on _dfi . i | 99k (9K Of
dp; Ot T (aqk * 5%) o (api aqk)
Per garantire la compatibilita delle soluzioni, imponiamo le condizioni:
Ogr/0q; = 0gi/0qx
9i = 0g/0q;
Ofr/0pi = Ofi/Opk =
fi=0f/0p;
0gi/0pr + 0fx/0q; =0
per ogni 4, k. Si ha inoltre
0% f 0%g _0
Opr0q;  0qiOpx
da cui segue che deve essere necessariamente g = —f. Si ottengono dunque le condizioni
Oh/0q; = (0/0t)0f [ Oq; o7
= h=—=
ot

Oh/Op; = (0/0t)0f /Op;

Allora le trasformazioni canoniche infinitesime saranno della forma

0
Hlg.p.0) + o0 (4.0.0) = K(Q, P.1)
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(11.3)

(11.4)

(11.5)

(11.6)

(11.7)

(11.8)



Vogliamo adesso sapere quale trasformazione canonica si ottiene scegliendo f(q,p,t) = H(q,p,t). In questo

caso, si ottiene:
Qr > qr + €(OH /Opr) = qr(t) + €qr =~ qi(t +¢)

e — pr — €(OH/0qr) = pr(t) + epr = pr(t + ¢)

Allora
K(Q,Pt) =K (q+eg‘£,p— egg,t) -
=H(q,p,t) + e% =
=H(g,p,t) + egfj:;i - Ef;;—:;;;
Quindi:

oo Of oMof oHOf _of of.  of . _df
~ ot | 0q,0q, 0p,0q, 0t  0q, " op,lF T dt

(11.9)

(11.10)

(11.11)

In particolare, si osserva che tutte le funzioni generatrici di trasformazioni canoniche sono costanti del moto.

12 Parentesi di Poisson e proprieta

Date il set di coordinate canoniche ¢ = {q1,...,qn}, p = {pP1,...,Pn} e due funzioni F(q,p,t), G(q,p,t) si

definisce parentesi di Poisson delle funzioni F, G:

"\ (OF G  OF 0G
F.G] = —
156 ,; <aqk Iy Oy 6qk)

Riprendendo 'equazione (11.11) si ha
df of
Proprieta

1. [F,G] = —[G, F]

o

[F,aG + BH] = «[F, H| + B[F, G]
3. [aF + 8G,H] = ofF, G| + B|G, H]
4. [F,GH] = G|F, H] + |F,G|H

5. [F,[G, H]| + G, [F, H]| + [H, [F.G]] = 0

Parentesi di Poisson canoniche
[i(t), ¢; (V)] = [pi(t), pj (1) =0 Vi, j

[qi (t)vpj (t)] = 517‘
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(12.1)

(12.2)

(12.3)
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